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DU MOUVEMENT 

D E 

ROTATION DES CORPS SOLIDES 

AUTOUR D’UN ARE VARIABLE. 

, par M. EULER. 


I. 

Table II. T c fujct que je me propofè de traiter ici , eft de la dernière impor- 
^ tance clans la Mécanique; 6c j’ai déjà Lit plu fieu rs efforts pour le 
menre dans tout Ton jour. Mois, quoique le calcul ait nfiès bien 
réulÏÏ , & que j'aye découvert des formules analytiques qui détermi- 
nent t-us les changemens dont le mouvement d’un corps aurour d’un 
axe variable eft fusccptiblc, leur application étoit pourtant affujettie à 
des difficultés qui m’ont paru prefque tout à fait infurmontnbles. Or, 
depuis que j’ai dévelopé les principes de la connoiffincc mécanique des 
corps, la belle propriété. des trois axes principaux dont chaque corps 
eft doué , m’a enfin mis en état de vaincre toutes ces difficultés , & 
d’établir les réglés fur lesquelles eft: fondé le mouvement de rotation 
autour d’un axe variable, en forte qu’on en peut fa:- e aifément l’appli- 
cation à tous les cas propofés, 

II. Or, d’abord il Lut fè rappcllcr, que quel que foie le mouve- 
ment d’un corps fohdc, on le peut toujours décompofcr en deux, dont 
l’un eft le mouvement progreffif, ou celui de fon centre d’inertie, & 
l’autre eft le mouvement de rotation qui refteroit au corps, fi on lui 
ôtoit le mouvement progrelïïf, en fùppo/ànr que l’efpace fut trans- 
porté à chaque inftant d’un mouvement égal & contraire. Il eft dé- 
montré dans la Mécanique x que chacun de ces deux mouvemens.fuir 
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îles règles particulières, & qu’on peur déterminer chacun à part, fins 
avoir égard ù l’autre. Ainiî, pour- dérermincr le mouvement pro- 
grdfif, on conçoit la malle enricre du co.rps comme réunie dans fon 
cenrrc d’inertie, &, on cherche l’effet des forces qui y 3giffent, con- 
formément aux premiers principes de la Mécanique, fans fc mettre en 
peine fi le corps a outrç cela un mouvement de rotation-, ou non? Et 
quand il s’agit du mouvement de rotation , il cft permis de faire ab- 
ftniHon du mouvement progressif C’eft la grande propriété du cen- 
tre d’inertie , qui nous procure cette commodité dans les recherches 
mécaniques. 

III. Je m’arrêterai ici uniquement au mouvement de rotation, ôc 
partant je confidérerai le centre d’inertie du corps comme fixe. Alors 
il eft aife de voir, que, quel que fbit le mouvement du corps, il s’y 
trouvera à chaque inftnnt une ligne droite, qui pnfïe par le. centre 
d’inertie, où le mouvement évanouît, & autour de laquelle le corps 
tourne à cet inftant; c’elt cette ligne qui eft nommée l’axe de rotation. 
Donc, pour avoir une connoifTance parfaire d’un tel mouvement, il 
faut qu’on puifTe nfiigner pour chaque inftant, tant l’axe de rotation 
autour duquel le corps tourne alors, que la vitefle avec laquelle i] 
tourne. Par confisquent un tel mouvement cft fùfccptible d’un double 
changement, l’un dans la viteflé de rotation, & l’autre dans la pofition 
de l’axe meme de rotation. C’cft donc autli à cc double changement 
que fe réduit l’efFet de toutes les forces, qui agi fient fur le corps. Lors- 
que l’axe de rotation demeure invariable , de forte que les forces exer- 
cent leur effet feulement fur la vicefic de rotation, les règles font déjà 
afiez connues pour déterminer ce mouvement. Mais il n’en cft pas 
de même à l’cgard de la variabilité de l’axe de rotation. 

IV. Tout revient donc à découvrir des règles, moyennant lesquelles 
on puifte alfigner ces deux changemens pour un rems infiniment petit, 
le corps ayant un mouvement de rotation autour d’un axe quelconque, 
& étant fcllieïré par des forces quelconques. La recherche & l’expli- 
oation de ces régies fera donc le fujet de ce Mémoire. Or le plus fur 
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moyen de trouver ces régies eft de regarder l’un & l’autre de ces deux 
changemcns comme connu, & de chercher les forces requifes pour les 
produire. Car, ayant rcfolu cette queftion en général, il fini aifé de 
renverfer la conclufton, & d’aflïgner les changcmens que des forces 
données doivent produire. Voilà donc le plan de la méthode que jfc 
fbivrai pour arriver au but propofé; où il eft clair, que tous les rai- 
fonnemens feront- tirés des premiers principes de la Mécanique, qui 
déterminent les accélérations élémentaires que des forces quelconques 
doivent produire dans les élémens de la matière, dont le corps eft- 
compofc. 

Fig. 1 . V. Soir donc propofe un corps quelconque, dont la maffe ~ M, 

& fon centre d’inertie en I, que je confidcre comme fixe. Que ce 
corps tourne à l’inftant prefent autour d’nn axe de rotarion quelcon- 
que IO, paflant par fhn centre d’inertie I; & que la virefl’c angulaire 
fbit ~ de ferre que 8 marque l’angle décrir par cette viteffe dans le 
tems d’une féconde, le finus total étant exprimé par l’unicc. De 1-à on 
connoirra aifcmcnr lu vraye viteffe de chaque élément du corps. Car, 
pofànr fa diflance à l’axe de rotarion l’cxpreflîon 8r donnera l’es- 
pace décrit par cette vireffe dans une féconde, puisque 8 marque un 
nombre nbfolu. Mais, pour ramener ce rr.ouvcmcnr aux principes de 
Mécanique, il faut le rapporter à des directions fixes indépendantes du 
corps; qui foient les droites IA, IB, IC, perpendiculaires cntr’elles 
au cenrrc d’inerrie 1, & que le mouvement de rotarion fè fafi'e dans le 
fens A B C. Pour rapporter l’axe de rotarion IO à ces directions fixes, 
pofbns les angles dont il y eft incliné, 

A I O =r a, B I O = (5, C I O — y 
<St puisque les angles AIB, AIC, BIC font droits, on aura: 

cofa 2 — j— eofjS 2 — eofy 2 ~ j. 

■ 

VL Suppofons de plus que ce mouvement ne foit pas uniforme, 
& que l’axe de rorarion IO ne demeure pas le même, mais qu’après 
le tems infiniment petit dt t la viteffe angulaire a acquierre un accroiïfe- 

ment 
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ment “ rf»; & que la lituation.de Taxe de rotation 10 change en 
forte- que les angles a', /3, y, foient augmentés de leurs différentiels 
du, dfi } c'y, qui auront pourtant un tel rapport entr’cn.x qu’il devienne 
da fin a. co fa —H dfi finj3 cof|9 — {— dy fin y cofy rz o. Il faut 
remarquer que dt fignide l'élément du tems t écoulé jusqu’à prefent; 
& j’arrangerai le-calculcn forte que le temsr feit exprime en fécondés, 
6c partant par un nombre abfolu. Voilà donc non feulement i’état du 
mouvement, où je fuppofe que le corps fè trouve actuellement, qui 
eft renfenné dans les quantités a, (3, y, âcü; mais je tiendrai auflï 
compte de la variabilité de ces quantités pendant le tems infiniment 



petit dt, puisque les frayions — 6c -j— ' . 


~r~ contiennent tant le 


dt dt 7 dt y dt 


changement de la vttefTe angulaire, que le changement qui fè fait 
dans la pofirion de l’axe de rotation. 

VII. Ayant établi ces ch.mgcmens élémentaires, tant à l’égard de 
la vitefle angulaire que de l’axe de rotation, cherchons les forces qui 
font requifes pour produire prccifémcnt ces memes changemens. 
Pour cet effet il faut confidérer un clément quelconque du corps, & 
chercher la direction 6c ia vire fie donc il fi: meut à prefent : enfùire, te- 
nant compte delà variabilité de la vireflc 6c de l’axe de rotation, il 
fera aife d’en eorclurre le changement élémentaire que doit fubir le 
mouvement de l'élément propofé, tant par rapporr à fà vitefie qu’à fi 
direction. De là on connoirra les forces requifes pour produire ce 
changement, 6c l’aficmblagc de toutes ces forces élémentaires fournira 
les forces finies que nous cherchons. Or, pour faciliter cette recher- 
che, il fera bon de décompofèr le mouvemenr de chaque élément du 
corps félon les trois direétiods fixes, IA, IB, 6c IC, puisqu’il eft 
démontré que chacun de ces mouvemens partiaux fuit, par rapporr à 
Paccéicrarion, les mêmes loix, que s’il exiffeic tout fèul, & qu’il ne fut 
pas accompagné des autres. C’eft conformément à ce plan que je dé- 
terminerai les forces dont il eft queftion. 
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VIH Soit donc en Z un élément quelconque du corps, dont 11 
marte foit pofee zz: ^M. Tirons du point Z nu plan AIB la perpcn- 
dicplairc Z Y, & de Y à la directrice IA la perpendiculaire YX, pour 
avoir les trois coordonnées parallèles aux trois directrices fixes IA, 
IB, IC, que nous nommerons 

IX = a-, XY =z y, & YZ rz s. 

Maintenant, pour connoitrc le mouvement de cet élément, il faut 
firer de Z à Taxe de rotation 10 !a perpendiculaire ZP, & alors la 
virefle du point Z fera zz «. ZP. Or, pour concoure la direction 
de ce mouvement, qu’on conçoive un plan perpendiculaire à l’axe de 
rotation au point P, & la perpendiculaire rirée dans ce plan à la droire 
Z P au point Z, qui tende dans le fens ABC, donnera la direétion du 
mouvement. En fuite , ce mouvement doit être décompofe félon les 
directions Z*, Z£, Zc f que je fuppofè parallèles aux direétions fixes 
IA, IB, IC. 

IX. Cette décompofition du mouvement du point Z demanderoit 
bien des lignes à tirer, qui cmbrouïlleruienr beaucoup la figure & fa- 
Fig. 2 . tigucroient l’imagination. Pour prévenir ce; inconvénient, je rédui- 
rai cette recherche à la Trigonométrie fpherique. Soient donc dans 
une furface fpherique, décrire r.u:our du ccnrrc d’inertie I, les points 
A, B, C, les pôles des directions fixes IA, IB, IC, de forte que les 
arcs de grands cercles AB, BC, CA, feienr des qunrrs.de cercles 
. perpendiculaires cnrv’eux. Soit de plus O le point, où Taxe de rotation 
10 parte par la furface fpherique j & on aura les. arcs AO ZZ a, B O 
“ /3, CO — Y- Soit outre cela Z le point où la droite IZ de la 
fig. i. pafle par la furface fpherique, & pofam cette diitance IZ “ V 
(.\ 2 —J— y 2 — 1“ z 2 ) zz t, on aura pour les arcs de grands cercles, 

çof AZ ” -, cofBZ zz cofCZ zz — . 

s / s 

Or, puisque dans la fig. i. la perpendiculaire ZP cft “/ fin Z 10, 

& que 


<§> 159 ® 

& que I are O Z 5g 1 . 2 . eft la mcfure de l'angle 2 . 10 , on aura la vit 
reflé du poinr L ~ as fin 02 . 

* X. Tirons l’arc ZR perpendiculaire à Parc 02, 5c prenons - te 
égal à un quart de cercle, en forte qu’il tende dans le fèns ABC^ & 
fa rangenre en X donnera la direction du mouvement du point 2 , à 
laquelle le rayon 1 K fera parallèle, quoique le centre I ne fait pas ex- 
primé dans la ligure. Maintenant, pour décompofer le mouvemenr 
félon les direclions 7,/r, Z b\ r Lc i fig. t. on n’a qu’à décompofer un 
mouvement qui fe feroir dans la direction I R avec la viteffe — «r fin 
OZ, félon les trois directions IA, IB, IC, puisque ces directions 
font parallèles à celles,- là. Pour cet effet, rirons les arcs de grands 
cercles AP, 13 R, CR, Reparles réglés de la compofition du mou- 
vement , nous aurons pour le poinr Z , 

la viteffe fuivanr'Ja direction IA, ou Z * ~ as fin O Z. cof A R, 
la vireffe fuivant la direction IB, ouZ^~«j fin O Z. cofBR, 
la vireffe fuivant la direction IC, ou Zr rz ifr fin O Z. cof C R. 

XI. Pour exprimer analytiquement ces formules, il faut obfèrvcr 
que, puisque R eff le pôle du cercle OX, l’arc RO fera un quart de 
cercle, & l’angle RQ 2 droit. Donc, le triangle AOR fournir 
cette détermination: 

cof A R ” fin A O. cof A OR ~ — fin AO. fin AO Z, 

parce que cf AOR =z c f; 3 6 o AOR) — cf(ROZ + AOX) — - fn AOZ. 

De là on aura fin ÔZ. cofAR ~ — fin AO. fin OZ. fin AOZ. 
Mais, du triangle AOZ on tire fin O Z. fin AOZ ~ fin A Z*, fin O A Z, 
de forte que fin O Z. cof AR rr — fm AO. finAZ. finOAZ. 

Or, ayant OAZ“ BAO— .BAZ, les triangles BAO, BAZ, & 
CAO, CAZ, où AB, AC font des quarts de cercles, & BAC 
un angle droit - , donnent 


col B 


«5- i 


'a- 


ï6o 


cofBO co C3 r p . n crin cr C0 co(y 

cofDAOrz - — V?T — r~~\ 7 \> lin B AO = cofCAO— —— — 7^-K 
fin AO fnÀO fnAO fn AO 

* 

co fB AZ ~ " ?^Â ~7~ i fînBAZ“ cofCAZrzz^^ZZ— 

finAZ jfnAZ fhAZ füiAZ 


6c partant- fin O AZ 


y co fy — s cûf/3 j 
TlkAO. finAZ : d0nC 


fin OZ cofAR 


z cof/3 — y cofy 

s 


XII. Par une fcmblable réduction on trouvera 

rmOZ.con3R = îi2^T— — &fiiOZ. cofCR-^-rg, 

6c partant les trois vitefies du point Z félon les directions Z /r, Z Z r, 
feront exprimées de la forte. 

La vitefie fiiivant la direction Z/7 — y (a cofjS —y cofy) — u 
La vitefie fuivant la direction Z b — u (.v cofy — z cofa) zz f 

La vitefie fuivant la direction Zr zz « cofa — a- cof/9) zz w 

* 

que j’indiquerai pour jibrégcr par les lettres je/ , v, Pour en trou- 
ver les accroifiemens qu’elles prendront dans 1 clcmcnt du tems d/ y il 
faut remarquer que, non feulement les quantités a, a, /?, y, croificnt 
de leurs différentiels, mais qu’il faut aufii avoir égard à la variabilité 
des coordonnées x, y , z, dont les différentiels feront les efpaces par- 
courus dans le tems dt par les virefies u, v , w % qui conviennent aux 
memes directions. Et partant 011 aura 

àx “ u àt — S dt (z cof|3 — y cofy) 
ày “ v dt zz ü dt (x cofy — . % cofa) 
dt, “ te de ~ U dt (y oofa x eof (3) 


* 
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X1IÏ. Cela remarqué, nous aurons les différentiels fuivans de nos 
trois vite ires u t v, w; 

du~zJ. « cof/3 — yd. « cofy — 8 dt (w co f/3 — v cofy) 

& en fubftituanr po'.:-r w & v leurs valeurs, nous trouverons tant du % 
que dv & dw exprimés en forte 

dttzzzd. ucoffi-yd. #cofy + ys<fr(jycofacf/3 + £cofacfy-.rfina*) 
dv ~JT(/.«cofy-S(/. «cofa -fB«///£ccof/3cfy -pjrcof/Scfa-^-fin/S 1 ) 
iw — y d. u cofg - x d. # cof/3 + «8 dt (:r cofy cfa cofy cf/3* s fin y 1 ) 

puisque fina 1 !: cof/3 1 -f cfy*; fin/3* ™cofa a -f cfy 2 ; finy 1 ~cofa*-f cof/3* - 

Maintenant il faut chercher les forces qui doivent agir for l’élément du 
corps en Z, fuivant les direftions Z/t, ZÆ, Zr, pour qu’elles y pro- 
duifent précifemenr ces accélérations que nous venons de trouver, 
pour en conduire enfuira, par la voye d’intégration, les forces totales 
dont le corps doit être follicité, afin que les changemens foppofes y 
foient produits. 


XIV. Or, fi un corps dont la ma fie rr m fc meut fur une ligne 
droite avec la vitefle v, étant follicité fuivant la même direction par 
une force ~ p y on fait que l'incrément de la vitefiè dv produit dans 

l’élément du tems dt eft proportionnel à 1a formule — - . Mds, 

pour réduire le calcul à des mefures ahfolües, fi l'on exprime la mafle 
m par le poids que le corps auroir fur la terre , la force p par un poids 
qui lui foit égal, le tems t en fécondes, 5c la vitefiè v par l’epace par- 
couru dans une féconde; il faut introduite la hauteur ç - , par laquelle 
un corps grave tombe dans une féconde à l’endroit où l’on aiira clti- 

2 ç?vdt 

mé le poids du corps. Alors Ja formule dv — - — — 


conduira aux 


m 


juîles mefures. Donc, fâchant l’accroifiément de la vitefiè dv en- 
gendré dans le tems dt , avec la mafia du corps », la force requifè 
Mfm, À (Atai. Tom. XIV. X pour 
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pour produire cette accélération fera: p 


lHJL— agiffant félon la 
ïgJt <- 

direction du mouvement. Cette maniéré d’ajufter le calcul à des me- 
lures abfolucs diffère de celle dont je me fuis (ervi autrefois; imis elle 
eft beaucoup plus commode. 

X\ T . Done, pour imprimer à l’élément du corps en Z, dont la 
mnffe ~ r/M, les trois accélérations trouvées félon les directions Z/7, 
Z /», Z r, il faut qu’il foit fûilicité félon les mêmes directions par ces 
forces élémentaires. 


â M 
2 g à i 


Suivant TL a par la force ZZ 

Suivant Z b par la force “ " . 

2 n dt 

Suivant Zr par la force zz 


à M 


ù 

( 1 M 


d n 


d v 


d w 


2g dt' 

Il s’agît à prêtent d’afTembler toutes ces forces élémentaires par rourc 
l'étendue du corps; ou il eft clair qu’il faut uniquement avoir égard à 
ta variabilité du point Z avec l’élément de matière t/M qui s’y trouve, 
puisque nous cherchons les forces qui doivent agir dans fin'îant prê- 
tent, fins avoir égard à leur variabilité dans la fuite. Nous n’aurons 
donc chantres variables que les trois coordonnées .r, y, t, & les lettres 
a, 8 } y, «, avec leurs différentiels 'fèroiu traitées comme confiantes. 

XVI. Puisque nous ne regardons ici qu’à l’inflant préfènt, rien 
n’empcchc d’établir en fbne les trois directions fixes, IA, IB, 1 C, 
de façon qu’elles conviennent avec les axes principaux du corps; 6c. 
c’eft cetre considération qui nous mer en état de fûrmomer ies diffi- 
euhés que j'avois rencontrées en fuivant d’aurres méthodes. On pour- 
roit objecter, que les variations des angles a, (S, y, étant rapportées 
aux directions fixes, ne fâuroient erre tirées de leur relation aux axes 
principaux, qui s’écartent des directions, fixes dès le premier inltant. 

Mais, 
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Mais, puisque les axes principaux Tournent avec le corps autour dé 
l’axe de foration IO, ils eu confirvent les mêmes diffances que les 
directions fixes, de forte que, fi l’axe d: rotation demeuroir fixe, les 
angles a, (S, y, feroiem confions à l’un de l’v.cre égard. Et fi l’axe de 
rotation IO varie, il variera prccifement autanr à l’égard des axes 
principaux du corps que des directions fixes. Par cctre raifon il fera 
permis de fuppofer que les axes principaux du corps conviennent à 
l’in fiant préfent avec les trois directions fixes IA, IB, IC. 

XVII. Cette fuppofidon nous procure ce grand avantage, que 
nous pourrons intégrer forr aifement les formules différentielles donc 
nous avons bcfbin. Car , d’abord la nature du centre d’inertie I nous 
fournit ces intégrales 

/ x dM “ o, fyd M “ o, & f%d M ZZ o. 

Enftiite la propriété des axes principaux donne: 

J x y dM “ o ; f x a ZZ o ; & f y z dM zz o. 

Outre cela, fl nous inrrotluifons les momens d’inertie principaux du 
corps, & que nous pofions 

le moment d’inertie par rapport à l’axe IA — M/îæ 

le moment d’inertie par rapport à l’axe IB ZZ M b b 

le moment d’inertie par rapport à Taxe IC zz Mrc, 

nous aurons encore ces inrégralcs, 

fxxdM~\ M (J’î -f ce — {id)^ty .-/M” { M (an -f co — Ih'j j JzzdMzi\ M {<ra\bb‘C€) 

XVI II. Maintenant il cft évident, puisque les formules trouvées 
pour les différentiels du , dV, dw^ ne contiennent que les premières 
dimenfions des coordonnées j-, j, s, qui font les feules variables que 
nous ayons à confidércr, que les intégrales des forces élémentaires 
évanouiront; de forte que 

dudM .dvd M dur dM 

f TJ 7 Ï S —77 - », / jjjj- = 0 . 

X 2 . 


Cela 
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Cela s’entend auflï de la condition, que le centre d’inertie I demeure 
en repos; car, s’il y avoir des forces finies qui agifloient fur le corps, 
elles lui imprimeroient un mouvement progreffif, dont je fais ici ab* 
ilraftion. . Mais, puisqu’il s’agit ici 1 uniquement du mouvement de 
rotation, il faut avoir égard, non tant aux forces folliciromes eliesmc- 
mes, qui évnnouiflcnr, comme nous venons de le voir, qu’à leurs 
momens. Par cerre raifon, nous obtiendrons les forces requifes pour 
produire les changcmens fuppofés dans le mouvement du corps, 
quand nous intégrerons les momens des forces élémentaires par rap- 
port aux trois axes principaux du corps. 


XIX. Or les forces élémentaires trouvées au §. XV. dunnent par 
rapport aux axes principaux les momens fuivans; 

Le moment de forces par rapport à l’axe IA, 

~“ 7 * (ydto — « àv') dans le Æns B C. 

2g a t 

Le moment de forces par rapport à l’axe IB, 

JM 

— (a J u — xdw) dans le fens CA. 

2gdt 

Le moment de forces pr.r rapport à l’axe IC, 

2 g Jt 


d M 


(x dv — y^v) dans le fais AB. 


B faut à prefent fub Aimer au lieu des différentiels du, dr, dw^ leurs 
valeurs trouvées dans le §. XII. & enfuiic chercher les intégrales de ces 
formules, pour avoir les momens entiers des forces par rapporr aux 
trois axes principaux du corps. 


XX. Faifons ces opérations pour le premier moment élémentaire, 
par rapport à l’axe principal IA, puisqu’il fera aife d’en conclurre les 
deux autres par la fèule analogie. Gr l’exprçflion ydw %dv fè 
changera par la fùbftiturion en -celle ici: 

(yy 


16% «? 

(yy -±- z&) d. s cofa — yzd. * cof {3 — xzà. ttcofy 
-j-da./r (ry cofa cofy — xy cofa cof/3 -f- (jjy— «a)cofj9 cfy-f_)s(fîn j9*— fny 2 )) 

laquelle étant multipliée par , 6c intégrée par la feule varîabi- 

o 

lité des trois coordonnées r, y, o, donnera, à caufe de yjrjfJM” o, 

~ o, fyzd M~o, l’exprellion fuivante. 


d. ttcofa 


f(yy sa) JM 


itscofjS cofy 


f(yy-zi) d M. 


Donc, en y introduifànt les momens principaux d’inertie, à caufe de 
/(y y —H" ss ) JM “ M a a 6c yfjrj? — as) JM ~ M (ce — bb) y 
ce moment de forces fera 

bilan d. a cof a M ( cc — II') uu cof|3 cofy 


2gdt 


2 S 


XXI. Donc, pour produire dans le mouvement du corps les 
changcmens élémentaires fuppofos, tant à l’égard de la vitefle angu- 
laire, que de la pofition de l’axe de rotation, fi nous pofons les mo> 
mens de forces 

£ 

par rapport à l’axe principal I A “ P dans le fens BC, 

par rapport à l’axe principal IB “ Q_dans le fèns CA, 

par rapport à l’axe principal IC “ R dans le fens AB, 


nous aurons: 


P “ M an. 
Ct= MW. 


d S C ° ftt -J- M (cc - II). 

2g dt K J 

X 3 


if if cof (9 cofy 

2 ~g 

»» cofy cofa 

2 g 

nu cofa cof/? 

à g 


Et 


K Mcc. 
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Et partant réciproquement ces trois momens de forces produiront 
précilemcnt les changemcns fuppofes. 

XXII. Il faur donc des forces pour produire ces changcmens, à 
moins que les trois valeurs trouvées pour P, Qj Si R, n e\ anouifient ; 
ce qui pourra bien arriver, quoique, ni la viicfle angulaire a, ni les 
angles o 1 (3 } y, ne demeurent les mêmes. Mais fuppofons , que , tant 
la vitclfe angulaire a que la pofition de l’axe de rotation doive demeu- 
rer la mêmei & pour cet effer il faut que le corps foit fbîlicité par ces 
irois momens de forces: 

q-u im ^£y «r* 

2 g . ' Zg 

& r=m («-,„> 88 

2 g 

lesquels n’évanomfTcnr pas tous à la fois, à moins que des trois cofînus 
cofa, cufjS, cofy,. deux n’évanoiiïfTcnt. Cela arrive li l’un des 
angles a, (3, y, évanouit, ou bien, fr l’axe de rotation convient avec 
un des trois axes principaux. Or j’ai déjà fait voir, qu’un cor;' s ne 
fauroir tourner librement amour d’un axe, à moins que ce ne ibir un 
axe principal du corps: & cctt'e même propriété m’a conduit à la con- 
no illance des axes principaux. 

XXIII. Maintenant nous Inmmcs en état de réfoudre le problème 
direél, auquel cette recherche aboutit principalement, & qui eft 
conçu en ccs termes: 

Un corps (tant follicitê par àes forces quelconques , pendant qu’il 
tourne autour d’un axe de rotation donné avec une vitefle annulaire 

" fi 

donnée , déterminer les changement élémentaires, qui firent produits 
tant dans la vîtejfi angulaire que dans la pofition de l'axe de rotation. 

R ne s’agit ici que d’tift infianr dé fems, auquel je regarde la pofttion 
tfes axes principaux comme çoriOue, qui foîenr IA, IB, IC, par rap- 
port 
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port auxquels - Ds moyens d’înenic du corps firent M-w, MM, M r\ 
0 Î 1 M marque la maire du corps. Que le corps tourne doncà prefenr au- 
tour de Taxe 1 O, dans le fens AUC, avec la virefi’c angulaire “ s. 
Si que h pofiüun do ce: axe (oit déterminée par ces angles que l’axe 
de rotation fait avec les axes principaux, AlOzra, ClO“y. 


XXIV, Pour les forces fôîli citantes, qu’on cherche leurs momens 
par rapport aux axes principaux du corps, qui foicnc 

pour l’axe IA ~ P dans le fens BC, 

pour l’axe IB ~ dans le fens CA, 

pour l’axe I C “ R dans le fens A B. 


Alors, pendant l’élément du rems dt, la vitefle angulaire b prendra 
un acc roi (Te ment ~ an, Si l’a.Xe de rotation changera de fituarion par 
rapport aux axes principaux du corps, en forte que les angles a, (9, y, 
feront augmentés de leurs différentiels da, d y. Et ces chan- 
gemens élémentaires feront déterminés par les trois équations 
fùivnntcs : 


d. 


s co Ca — 


ce *— h b 

na 


sa dt cofjS cofy ~ 


zgPdt 

~Ù~ 


J. 


if cof j3 *— | — 


na — ce 

T0 


ss Jt cof a cof y rr 


2 nO/it 

"mT Y 


j r II — an : y R .// 

à. s cofy -4— , ssdt cof a cofjS ~ • ~~ . 

ce r Mec 

C’efl donc la fôlution du problème propofe. 

XXV. De ces formules on peut d’abord réfoudre cette queflion, 
«jui feroit d'ailleurs forr difficile: 

Si le corps étant en repos eïï foüicité par des forces quelconques, trou- 
ver C axe 1 0 , autour duquel le corps commencera à tourner , Çf la 
vitcjfe angulaire infiniment petite, quil recevra dans f élément du 
terns dt 

' Ici 


ici les mornens de forces P, Q, R, font donnés; & l’on a « “ o. 
d’où il faut chercher les angles a , fcy, avec le différentiel tstt. On 
aura donc à réfoudre ces équations: 


du cofa ~ 



du cof/3 


££Q éi. 

Wlbb ’ 


du cofy 


2^R dt 
Mec 


d’où nous tirons d’abord cof|3 ~ 


HJ 


cofa & cofy ~ 


R/7/7 

P cc 


cofa 


& de U à l’aide de l’équation cofa* — J— cof|3* — J— cof y* — i, 

, . r _ P ^PP.QQ, rr * 
) & cofa” — : Y (-T + -TîH ~r) 
aa tn b* c* 


- ,, , QQ* 4 , RR/7 4 

i — cofa* ( 1 4* - '“-r — 

* — v T pp^4 T ppf+ 


& les deux autres angles /3, y, feront déterminés ainlît 



RR n „ R ,„PP,Q& 1 RR, 


& la vitefle élémentaire du “ 


“m" 



QO. j RR, 

b * " + " c» 


XXVI. Les trois équations générales que nous venons de trou- 
ver , peuvent être transformées en plufieurs formes. Airtfî , lî nous 
multiplions la jaremiere par cofa, la fécondé par cof ,3, la troifieme 
par cof y, leur fournie donnera : 


• bb nn-cr bl-aa . . r Pcof» , Qcofô . Rcofy. 

r* ii + r7^* cofec ^ er ’ cz M («-+ «-+i-7T Z) 


çc—-bb aa—cc lb—aa (cc—bb) (aa — cc) (bb — atÀ 

OU H J-, h — 77 

un bb cc aa bb cc 

d’où l’on voit que, fi deux des mornens principaux font égaux entr’eux; 
4e fécond terme s’en va toujours j & alors» s’il n’y a point de forcée 

fglH* 
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follici ta rires, h vircffc angulaire ne change point. On voit midi, que, 
(i le corps lournc autour d’un axe principai IA, de forte que a “ o, 
^ — 90°, y~90°, 6c que les forces fulîiciranrcs ne donnent qu’un 
moment i * par rapport au meme axe, de force que Q_“ o, & R“o, 

on aura du “ ~rv~—i & outre cela âv m o, dfi " o, dy~o: 

Ni an 

ou bien, l’axe de rotation ne fera point changé ; & l’effet de la force P 
fera employé à accélérer le mou\*cmcnr de rotation. Or c’eit préci/e- 
meut la formule connue depuis Iongtems. 


XXVII. Mais, fi l’on veut déterminer le mouvement de rotation 
tout entier d’un corps Sollicité par des forces queléonques, il faut 
avoir égard aux changcmens continuels des axes principaux du corps, 
& y rapporter à chaque inftanr l’axe de rotation, 6: les momens des 
forces fuliieitantes. Donc, la pofirion des axes principaux étant va* 
riable , il les faut rapporter à des directions fixes du Monde. Pour 
cet cftêr je conlidere une Iphere fixe, décrite autour du centre d’inertie 
du corps, qui /oit repréfenrcc dans la fig. 3. ou PQSR cil un cercle 
fixe, 6c P un point fixe. Qu’-après le rcms~ t fcc. les axes princi- 
paux du corps répondent aux points A, B, C, d’où ayant tiré au point 
P les arcs de grands cercles A P, BP, 6c CP, foient ccs arcs AP ~/, 
B P “ m , C P “ 11 , & les angles QP A — K. QP B “ QP C 
— v. De là on a d’abord 


cof — f— cof/a 2 — j— cof;; 2 “ 1. enfuite cof(fx — h) “ 


cof / cofw 
fin 7 fin m * 




cof(v— A.) ~ — 


cof / cof« 
fin l fin n ’ 


& coC((i—v) “ — 


cof;« cof# 
fin /// fin fi * 


XXVII L Que le corps tourne à préfent autour de l’axe I O, avec 
îa virefic angulaire “a, dans le /ens AB Ci 6c pour la pofition du 
point O foient les arcs de grands cercles AO “a, BO~j 3 , CO~y, 
& comme les trois coordonnées de ci-deflus n’entrenrplus en confidc- 
fAim. Je tdcai. Tom. XIV. Y ration, 
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ration, pofons pour abréger nos formules : y cofa r= r, y cof/3 ~y> 
& s cof y ~ a; 6; nous aurons sa ~ jtx — yy — os. Enfuite, 
cherchons les momens des forces folli ci rciues par -rapport aux axes 
principaux, IA, IiJ , IC, du corps, qui fuient P, Qj R, dans les 
fensBC, CA, &AB. Cclapcfc, nos équations pour déterminer 
les variables x, j, o, feront : 


dx -4- 


c c — bb 


aa 


. yz dt dû 


zgVdt 

Ma / i 


dy 


dz 


aa — ce 

, y 4 îf i* m i 

b b 

bb — an 


cc 


. xydt zz 


M bb 

zgïidt , 
Mcc 


& ayant trouvé ces quantités x , y t z, on aura les angles a, /3, y, 

x y % 

par les formules cof a ~ — ; cof/3 “ — ; cofy ~ — . 

V 8 


XXIX. Mais i! faut auffi confidcrcr qu’à caufe du mouvemenr 
de rotation les points A, B, C, & partant les arcs /, «, », & les an- 
gles ?•,, (t , v } font variables. Le point A tournera autour du point O 
avec la viteffe ™ a fin OA “ U fin a, dans le fens BC; & partant, 
dans ie rems </r, le point A décrira le petit arc A a ~ a dt fin a, per- 
pendiculaire à Tare OA. Donc, tirant jia perpendiculaire à l’arc PA, 


nous aurons dl ~ — Aa, ScdK nu — 


aa 
lin / ’ 


mais, 


à caufè de 


l’angle OA a droir, on trouve Ac“tt<// lina. fin O AP, & 
aazzudt fin a. cof OAP. Or le triangle BAP fournit: 

cof BAP * ^ 7 J , & le triangle CAP donne cof CAP “ 

*- fin 


De la mcmc mt- 



m 



coi r » 


— cof# 


- fin BAP = ou, fin BAP = — m — ■ 

nîere les triangles B AO & CAO donnent: 

cofBAO cof CAO zz finBAO zz 

lui cl lin a 

D’où, puisque l’angle O AP zz BAP -f- B AO, il s’enfuit 

fin O AP ZZ C ° fy C ° f;;i " C ° f ^ CO ° ; & cof O AP — cof ^ cofw + cofVct)^ 
fin a, fin / fin a fin / 


XXX. Subfti tuons ces valeurs, 6c nous aurons 

jj —xdt (cofy cof;#— cof/3 cof«) ç J> — adt (co f|9 cfz# -}- cofy cfa) 

& K — 

où, fi nous mettons au lieu de g cofjS, a cof y, les valeurs y 6t * ( 
nous obtiendrons les fix équations qu’il faut encore joindre aux trois 
que nous avons déjà trouvées ci deffus §. 28 . 

dl fin/zr di (y coCti — a cof/;;) ; dh fin/ 2 ZZ — dt (y-cofmj-zcoCn) 

dm fin?» “ dt (s cof / — x cof#); dfiün m 2 ~ — dt (z coùi-\-xcoU) 

dn fin n~dt (x cof /;;— y cof/) ; dv fin;; 2 zz — dt (x coCf+y co Cm) 

Voilà donc neuf équations, dans lesquelles eft renfermée la lolution 
de tous les problèmes, où il s’agit du mouvement de rotation de quel- 
que corps folide. Or il faut remarquer, qu’à caufe de la relation en- 
tre les quantités /, m, », 6c X, y,, v, il fuffit de prendre trois des 
fix dernieres, favoir deux du premier rang, ôc une de l’autre. 

XXXI. Il eft: bon de remarquer encore quelques belles relations 

entre les arcs 6c angles /, 6c X, /x, v. J’ai déjà exprimé les 

cofiniis de la différence entre deux de ces angles; . mais or^çn ; peur 
tum aifément donner leurs finus. Car, du triangle APB on tire 

1 Y 2 lin 
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fin — X): i — fin BAP : fin or fin B A P ~ 

Cof )î 

fin (u-X)“ - — 7 -- — . Voilà donc les relations fuivantes 
fin / lin m 

r r —co f/7 . , — cof/ — cofw 

fin Qt'-K) ~ rl — ; lin(v-ft)— ? ? — ; fin (X— v) — 

fin/im?» fin « fin/; v A fin/fin» 

r , , . — cof/cfw ... . — cofiwcf/; „ — cof/cf« 

cof(^£ - X) — ; cof(r (i)ZZ 7 ? — ; cffX-v) — - r -.- r — 

fin / fin m lin m fin /; fin l lin n 

Delà nous pouvons déduire celles-ci: 

- — finX cof/cf/»— cfX cf» - *— cofXcf/cf/7/4-fiiXcf» 

fin ' , = finTTÛT,» niiTirnw 

- — fin X cof/cf//4-cofXcfw _ — cofXcf/cfw — fii/ecfira 

rm " = SnTET» ; cof, = iïnTlûrn 


XXXII. En comparant ccttc méthode de déterminer le mouve- 
mem de rotation avec les cflais que j’ai propofes autrefois, on y re* 
marquera d’abord des avantages très réels, fitrrout à l’égard de l’appli- 
cation à tous les cas qu’on veut examiner. Et quand on rencontrera 
encore des difficultés, à canfe de la multitude des variables, ce n’eft 
plus dans la Mécanique qu’il faut chercher les moyens de les furmonter, 
puisqu’il femble que la nature d’un tel mouvement n’eft pas fusceptible 
d’un calcul plus fimplc. Tout dépendra à prêtent de Padreflè du 
calculateur, qui doit puiter dans l’Analyfe les teeours nécefiàires pour 
réfoudre les équations qui renferment la détermination du mouve- 
ment: mais il n’eft pas douteux, qu’il n’y ait une infinité de cas qui 
foient abfolumcnt irréfolubles à caute des bornes de l’Analyft. Pour 
donner un exemple de l’application de cette méthode, foie propofë le 
problème fuivanr. 


Uo 
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Un ccrps fnJ'nh ri étant folHàté par aucune force , s* il a reçu un mou- 
vement de rotation quelconque autour d*un axe diffèrent de fes axes, 
principaux , déterminer h continuation de fou mouvant nt. 

XXXÏif. Ayant donc P zzz o, Qzz: o, &R~o, nous aurons 
à réfoudre les équations fuivantcs: 


I. 

dx -f- 

cc — bb 

y%dt ZZ 0 

aa 

IL 

ày -H 

aa — cc 

xzdt “ 0 

bb 

nr. 

d% — ( — 

b b — ait 

cc 

xydt ~ 0 


IV. (//fin / — d t {y co f« —a c Cm) ; VII. dh fin / 2 dt (ycCrn+z c Cti) 

V. dmCnm~dt(zcof/— xcCn); V\ft. dfiCnm 2 'ZZ-~dt(zcCn-\-xcCl) 

VI. à 11 fan— dt (x cf m —y c fl) ; IX. dy fin « * ~ — dt (x c f/ -fjy cfiw) 

Des trois premières nous tirons d’abord: 

aaxdx bbydy cczdz , 

— “ ' ■ ' ■ ÜT rr “ xyzdt 

bb — cc cc — aa aa — bb 

Donc, pofant xyzdt “ du , & pour abréger, 

b b — cc . cc — a a _ aa — bb 

"77“ = Ai “O - = B; -TT- = C > 

nous trouverons en intégrant, 

xx — z Au — Sïi yy”2B«— (— 58; W“2 C# + C; 

d u 


& de U </r 


y(aA*-h«) (aB«-*-Jd) (aC*H-C) 

Y 3 XXXIV' 
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XXXIV. Par rapport aux letrrcs A, B, C, il faut remarquer que 
A n n. • — j — 1 B !> !> — j— C c c IZZ o, fît A — j — lî b* — J- C c* o. 
De là il cft évident que naxx — f- bbyy — j— frac fera égal à une 
quantité comlante 2(«/z — j (— — j— (£rr. Or cette exprelfion fe 

réduit à celle-ci (fit [a a cofa 2 — b b cof (3* —J— ce cof y où la 
formule m cof a 2 -j— bb cof(3 2 -+- cc cof y 2 étant multipliée par la 
ma fie du corps M, exprime le moment d’inertie du corps par rapport 
à l’axe de rotation IO, autour duquel le corps tourne à prêtent. Donc, 
pofànt ce moment d’inertie zz Mn-, la quantité Mrr aa, qui ex- 
prime ce qu’on nomme la force vive du corps, demeure invariable, 
ou bien le corps cohfcrvcra toujours la meme force vive. Puisque 
dans le mouvement progreffif, s’il n’y a point de forces follici tantes, 
le corps conferve toujours la même viteffe, il s’enfuît, quelque mou* 
vement qu’on imprime à un corps, qu’il confervcra toujours la mê- 
me force vive. 

XXXV. La derniere équation différentielle trouvée §. XXXIII. 
fert à déterminer pour tout rems t la variable u , et de là on définira 
les quantités 

xzr:V (2 Atf-f-21); y—V z—V (aCa-j-Ç) 
D’où la viteffe angulaire dont le corps tourne à préfent, fera 
ftzny ( 2 ^ A— J— B— C) u— J— St - Hi© - 

Or pour la pofition dç l’axe de rotation IO à l’égard des axes princi- 
paux du corps, laquelle eft déterminée par les angles a, C, y, un aura 

cofa zz — ; cof C m — ; cof y zz — . 

8 a H 

Mais nous' ne (avons pas encore la pofition des axes principaux du 
corps pour l’mftant préfent, qu’il faut chercher par la réfblution des 
fix autres équations, les trois premières étant déjà parfaitement réfulues. 

■■ XXXVI. -Pour-faciliter cette recherche, ileft bon d’obfèrver que 
les trois premières équations y peuvent beaucoup contribuer. Car, 

' fi nous 


£1 nous multiplions la première par a a cof/, la fèeondc par b b co Cm, 
et la rroifiemc par c c cof/;, nous obtiendrons cette Tomme: 

o ~aadx zoC l\ U' dy zo Cm \cctkzo Cn\ccyzdizaC( - llyzclt coT/ 1 a axzât c o Cm 

- ccxzât cf//; f bbxyât cf//- aaxydt cof# 

laquelle, par les équations IV. V. & VI. Ce change en ccttc forme : 
o “ audxcQCI + H'dycoùn + ccdzco Cri — nnxâ!Ç\\\!—l lydwCvnm — ccxJnCixm 
qui étant inrégiable donne 

nnx co CI -f- bby coCm —f- cc% cof/; “ Contt. rr S) 

6c nous avions déjà cof/* — }— cof/// 3 — j— cof//* ZH i. Done, 
fi nous avions encore mie feule équation intégrale entre les arcs /, m 
et //, nous pourrions déterminer chacun à part. Or les équations IV 7 . V. 
VI. fournirent cette équation différentielle allés fi m pic 

xdlCml — f- y dm fin m —J— a///; fin/; ZZ o 

XXXVII. Au lieu des arcs /, m, n introduifons une nouvelle varia- 
hle v, en pofuir .r co Ci — }— y cof //; — \-~ a cof/; ~ v. &, à caufe 
de la propriété remarquée nous aurons: 

dv ~ dx co Cl — f- dy cof //; — f- dz cof/; OU 

àv A cof/ , 13 cof , C cof « 

au x y z 

6c maintenant tout revicnr A dércrmincr v par u. Pour cet effet il 
faut chercher les valeurs de cof/, cof;/;, cof //, de ces trois équations : 

cof / 2 — j— cof m 2 — }— cof /; 2 ~ i 


aax co Cl — f- bbyzoCm — ers cof// ZZ J© 
x cof / — f- y cof /// — f- 5 cof » ~ v 
dont la réfolurion mene enfin à cette formule irrarionelle 
p-f- AAa 4 yyza — ©5) (■**•*■ as) 

*V < < — ) — BBb 4 xa rsa — |— zCOv ( aaxx — f- bbyy — f- cczz)^ 
1+ CC c 4 xxyy — > vv (a 4 xx b 4 yy — J— f 4 aa) 

xxxvm. 
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XXXVIII, Mettons pour abréger ie ligne V (■ 0 P üi;r certe f° r 
mule, & l’on trouvera les valeurs fuivantes: 

. © -v (C ccyy — B bbzz) -f- Ibccxv (B zz — G yy) -f A ) 

C ° A Ai/ A yyzz-\- BB^ 4 x.r6 5r4< CCc * x xyy 

— C ccxx) -f- aaccyv (Crx — Azz) -f Jî/'/*.v Z Y (. .) 

com A A « 1 y y a z -{- li B b 4 x x z z *f C Qc^x.-.yy 

£) s (JSbbxx — A avyy + aabbzv (Ayy — Batx) -j- C rr.ry "J/( , , ) 

C0 n AAu^jyîî -f BB^jtxsb -f“ CC c*xxyy 


Er fi nous (tibftituons^ces valeurs dans l’équation diffère n utile 

dv A co f/ , B cof m , Ceo C» 

du 


-, nous parviendrons à cette 


x y 

équation à intégrer: 

~ (AA a A yyzz -f- fiUl* xxz% — j— CCc 4 xxyy) ZZ 


ABC® (rtMA+Mjy+cew)— ABCt* (a 4 xx+b* i yy+c*sz)+ 


A haqyyzz^- B Rbb xxzz+ CCcr.v.rjy 


XJ Z 




XXXIX, Maintenant nous n’avons qu’à fiibilicucrau lieu dex^c 
leurs valeurs affgnées ci-dcffus, qui donnenr: 

AA« 4 yycsiBB^jrxs2lCCc 4 x^=:AA/ï^(r+BBM?l(r-fCC^^ 

— 2 ABC<3U 4 f îQb* + €<-' 4 ) 

A A iayyz%-\-V>V>bbxxzz -f CCccxxyy~ AA^r/rSSCf-J- -f CCccfyîQ 

— 2 A B C u (2( a a -f- 33 b J 7 -f (E c c) 

x x — | — y y — | — s z — 2 ( A —J — B — [— C } u — [— 2f — j 33 — [— (J 
naxx — j— bbyy — f— cczz “ %aa — {— fQbb — j— (£cc 
n 4 x x — |— b 4 y y — j — c 4 z z zz $( rf 4 — h - 33 b 4 "4“ (T c 4 

, r 

Poions 
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Pofons enfuirc pour abréger, 

AArïfl^g: -h CB^âlC -+- CCf(-Q33 = H 
AA/7^?5£ h- BI3J 4 &(£ -+- CCr 1 St^3 — K. 

d’où il s’enfuit K zz EG — FF. 


XL. En introduifa nt ces valeurs à caufè de A -f B J- C ~ — ABC, 
notre formule irracioneile lèra 

V( . . )“(K — 2 ABCG»-|-2S)DABCtf — £)£)E4-2£)Fy — Gw) 
& notre équation différentielle deviendra 

^ (K — 2 ABCGtf) zz ABCïDF — ABCGe 

du 

H — 2 AB CF u 


V(-) 

xy& 

qui fè réduit à cette forme, 

K àv — ABCFjQ^*f — îABCGa^ -J-ABCGr */8 
V (K — £)£)£-+- 2 ABC (■£>£> — G) /T+- 2 S)Vv—Gw) 

Hdu — 2 ABC F u du 
V ^2 Aa— (— ?l)(2lî«— (— jô)( 2 G a— t— 1 £) 
dont il s* agir de trouver l’intégrale. 


XLT. Comme le dernier membre de cette équation ne renferme 
que la feule variable a, il elt évident que , fi l'on pouvoir trouver une 
fonction de a, par laquelle le premier membre étant multiplie devint 
intégrable, on auroit la réfolutîon complctte de cette équation. J’ai 
déjà expofe une méthode de Trouver de tels fa&curs; & fi l’on en fait 
l’application à cette équation propofee, on découvre ce faéleqr cher- 

ehé m = 1 . „ ; ou bien, fi nous divifons notre équa- 

K — îABCGfif ’ n 

Uim. di TAud. Tom. XIV. Z 


nos 


tionparK — eÀBCG», l’un & l'autre membre deviendra inté- 
grable, ou conftructiblc par des quadratures. Multiplions donc par 

IL ! — . . et mettons le dernier membre 

H — 2ABCG» 

(H — 2 A B C F ») thu y G 




(K — 2 AB CG *)V(z A » 4- Ù) (= B «~f- SB) (2 C»H-£) 

de forte que U puifTe être regardé comme une fonction connue de la 
variable », dont nous avons déjà le rapporr au rems t. 

XLII. Pour le premier membre, en le multipliant par 

"rs . „ _ „ v .. , — , la formule radicale pourra erre repréfen- 

(K — 2 A B C G ») y G * 

tée en forte: 

V((G — 2)20 (K— aABCG») — (Gv— 2 >F) S ) 
à caufe de K “ EG — FF; & partant ce premier membre fera 

(K — aABCGff) Gdv -f- ABCG (Gv — ©F) âu 
(K-2ABCG*)y((G— 2)£>) (K — 2 ABCG») — (G » — 2) F) 2 ) 

qui, pofànt K— 2 ABCG u'ZZpp, Gv — £F~y, & G — 2 ) 2 )—^ 
prendra cette forme — —LL— — Gr, qui, pofant q'zz ps. fe change 

pYUÎpp—çfj 

$ S s f 

en celle-ci dont l'intégrale e fl Arc. fin — ~ Arc. fin— . 

VUÏ—'O f Ç 

Et partant l’intégrale du premier membre fera 


Arc. fin 


Gv £F — Arc fin 


Gv • — 2> F 


yy(K- a ;ddCG//) 


y^G — 2 ) 2 ); — 2 ABCG») 
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U 


MJIÏ. Cette quantité cft donc égale à la formule intégrale 
(H — 3 ABCF.v) dit VG 

: J (K aAHCGffj 1/(2A;/-MÜ) ( 2 B//- 4 -&) (iCiz-j- £) 

ôt confidcrant U comme un angle, notre équation intégrale fera : 

G v * — © F 

y (G — £>£)) (K — 2 A B C G u) “ m ' 

d’où nous tirons 

V ((G — ©üD) (K — 2 ABC G k) — (Gv— £>F) a ) __ 

y (G — £> -D) (K — 2 A B CG») “ C ° * 

de forte que notre formule irrationnelle refaire 

V(G — ©©)(K — sABCG») 

y (-) — ÿ~c cofU 


XL 1 V. Sublimons ces valeurs pour v, ôt la formule itrario- 
nelle dans les expieffïons alïîgnées ci-dcfllis pour les cofinus des arcs 
/, jw, & »; ôt après avoir fait les réductions néceflaires, nous 
trouverons. 


cof/“ 


©/j/rx, Il cc x (B (£— C® )Y(G~- £>£>) f TT| Am yzV(G- -£>£>) n t 
G + Gy (K — 2 A B C G u) in+ TG(K-2 ABCG u) 


CO f*»“ 


Wh 

G 


Mco(C 9 £-A(r)V(G~Æ)®) KM’xzV(G-$>Z)) rtr 
G y (K — 2 AB C Gu) + y G(K -2 ABCG u) 


cofn: 


CCZ O 

1 




G + G y (K — 2 AliCûaJ ' y G(K — 2 ABCG u) 


Donc, puisqu’on peut définir pour un tems écoulé quelconque t la 
quantité u , ôt de celte -ci les variables x, jy, », avec la formule inté- 
grale U, on connoitra aulïï pour le même rems les arcs /, jw, & de 

Z a forte 


# i8o # 

fcrre que le problème eft réfolu jusqu’à la détermination des* angles 
K 7 fi, v, dont il fuffit de chercher un ffiul. 


XLV. Mais, puisque nous avons rrouvé, ranr les quantités:*', y, t-, 
que les arcs /, »/, », exprimés par !a feule quantité w, 6c qu'il 

à u 

va dt “ — — , la détermination de l’angle QPAzzà. n’aura au* 
x y z 

cune difficulté par le moyen de l’équation différentielle à 'h — 

— àt (y coCm -4— o cof-) n . , . 

— . Cependant, puisqu u ny a point de 


raifon de chercher plutôr cet angle \, que les deux autres ft 6c v, il 
fëmble qu’on fera mieux de chercher l’angle QPO, que fait l’arc PO 
avec le cercle fixe P QS. Pofons donc l’angle QPO ~ (p>; & puis- 


que nous avons déjà rrouvé fin O A P “ 


cofy coCm — co f/3 cof» 
fin a fin / : 


& cof O AP “ 


cof (3 cof»; -4- cofy cof» 
lin a fin / 


nous aurons cof OP — 1 


cof a cof/— j— cof |3 cof»/— cofy cof» ~ — , ù ccufc de v — x 
co Cl y cof ct —1— c cof». Mais nous venons de trouver 

„ S) F . V (G — £)£)) (K — 2 ABC G») 

v "G G 

nous avons yy ~ E — 2 ABC». 


fm U , 6c pour y 


XLVT. Que dans le tems infinimenr petit àt le pôle de rotation 
O loir transporté en o, & rirant l’arc A a, 6c la perpendiculaire O p y 
nous aurons op~d a; 6c puisque le pôle O change également par 
rapport aux axes principaux, loir que nous les regardions com- 
me fixes, ou que nous tenions compte de leur mouvement, con- 

fidé- 


fidérons l’angle B A O, pour lequel nous avons cofBAO ~ 

& fin B AO “ . De U nous tirerons à. B AO “ 

fin a lin a 

— /a co fa cof y — • ely fin a fin y 

O A O — T . : —fTn 

1m a cm p 

— J a cofa cofy — dy fin a fin y 


co£'f3 


& partant O p ” 

. Prolongeons l’arc oO en V. &l 
□ 1 


— cofa cofy f/y fin a ft y 

nous aurons rang A e> O “ rang AOV ~ : - » 

° cof B da, co Cp 

~ ~\/(da* fin a 3 — (— dfi* fin j3 a — l — ■ dy 7 fin y*} 


& Qo — 


O 

d a 


cof AOV 


qui fe réduit à cette forme O o ~ — V (dx*-\-dy i -\-dz i ~~ du 2 ). . 

a 

Maintenant, pour Trouver l’angle P O V nous avons pour l’angle AOP 

„ fin O A P. fin / cofy co Cm cof S cof» „ 

fin AOP ZZ r—û7\ — ~~r 7-ÏÏ7T & 

fin PO Jin a fin P O 

,, A - cof/ — cfacfOP fin a 2 cof/ — cfacfScfw — cofacfycf* 

cof A0P — foTTmPÔ 

& partant 


fin PO V” 


(cofÿcfw — c($cCu)cL AOV— (fina a cf— c'a c^cf«— cfàc/ycf^JfinAOV) 

fin a fin PO 


XL VIT. Or O o fin PO V donne le pérît arc O q perpendiculaire 
à l’arc Po, lequel étant auili ~ d(p fin PO, nous aurons 

J a fin PO V 

âty fin PO ZZ, Oo fin POV “ & partant 

0 ^“fînÔfiiPO* ( co ^V e c &—( fi net 2 cf c fa c £c Cm— c fàcfyc fi;) tangAOV), 


n 


Sub- 


Ig2 

„ — rfacofacfy— t/yfinafny 

Subfiituons ici la valeur de rang AOVrz: ; — - 7 . - r - 

fla col j 3 

ôcparceque //a fin a co/a +^3 fin/3 cfj3-f */y finycfy“ 0 ,nous trouverons 
J^lînPO 2 n;(..y co fj3finy—rtj3fm^cfy)cf /-(-(<. Kfinacfÿ — f/ycfafiny(cofiv; 

-h (^|3 co fa fin 5 — dct fin a cof/3) cofw. . 

Or, puisque cofa~ — ; cof/3~ — , cofy— — ,on auraffifn/3" — ■ ■ H — 
t y y mj 

dy a . „ ~dy d% 

-, & dy fin y — -, donc 

s ' as s 

- w » r _zdy-ydz_du(üiz-Cjy)_xdt(Bt.z-Cyy) 

rycof/3finy-^fm/3cfy— - a -^- — — ; — ÿ ÿ > 

& partant, à caufc de B zz — Cyy“B<î — CS5, nous aurons 

_ ât {x (B <£ -C 35) cof / +7 (C ;>r-A £) cof;«+ s (A B2Q co Cn) 

Ë^-sABC# — pp 

XLVIII. Subftiruons enfin pour cof/, cofw &cof« leurs va- 
leurs Trouvées; & puisque 

^■jr(BS-C55)T%)(C?i-A(r)+rc S c.(A.2S-B?f)— -H+aABCFw 
ibccxx (BC-C^S ) 3 ^-aaccyy (C2t-A£) 2 nnbHz{M^~m) 1 — 

(aaxx bbyy-\-cczz) (AA anyy*. z — {— B B bbxxm> -4— CCccxxyy) 

xxyyzz (A/7/7 — j— B// H“ Ccc) 2 “ F (H — eABCFw) 
A/M(BÇ— G 6 )-HBW(Cai— AÇ)-\-Ccc(AÎ& — B?():=AECF 

^/(f)(E — cABC« — - vv) 

dt ’ 


De là nous concluons: 


©(H — 2 ABCF») j F (H — a ABCF/Q V (G — g@) ^ T , 

G G' V (K — 2 ABCGff) 1 

ABCF^ycy(G — g) 5)) 

“r* y g (K — a ABC G#) 


Oh 


% i8 3 # 

Où il faut remarquer qu’il y a GG(E — aABCtf — vp) — 

CG-®©;FFH-G(K— 2ABCG«>-(G-îD©) (K-a ABCG») fin U 2 
— aJDFT/(G — £)©X K — 2 ABCG w). fin U 


v :„. n . «i t dt (H — 2 ABCF/ )T/G , . 

XLIX. Puisque <v b — — \> — , <St du — xyzdt t 

1 K — a AB CG « 7 

notre différentiel d$ fera égal à une fraction, dont le numérateur elt 

—JD- JC (K— a A BCG <<) )/G-HFrfU|/G(G-îOîO) (K— a ABCGn).finU 

. ABCFG^yG(G — ©©) rrT 
^ nk^ÀBCGV) — cofu 

5: le dénominateur: 

(G-©©)FFi G (K- 2 ABCG//) - a ©F V (G - £>©) (K - a ABCG*)- fin U 
— (G — ©©)(K — 2 ABCG w) fin U 2 

Pour abréger cetrc formule, poions V (X — a ABCGff) ” j, 
& Y (G — ©©) ~ h y de force que ABCGdu ~ — t d s y 
& le numérateur fera: 

— QssJWG H- F//j//UG.finU — F/idsYG. coCV 

&, le dénominateur: 

hh FF — j— Gxr *— 2 Ü)F^finU — hhss FmU 1 


L. Ayant introduit ces valeurs abrégées, nous aurons à intégrer 
«ctte formule 


dp — 


• — © rr^U — 1 — F fi s dU fin U — F kds cof U 


FF/i/i+Gtt — 2 ©F/; jfinU — jSjSrfiinH* 

laquelle, à caufè àskk “ G — ©©, fè réduir à 

__ *“ S ssdU — (— FksdU finU — F hdx cof U 
• $ — (FJT^TSj/finÜ)* -+- G JJ cof U 3 


VG 

VG 

donc 


# t»4 # 


dont fintcgrale eft évidemment: 

“ Axe. tang. 


F h — _Ç>_;_n_nU 
rcofU. VG * 


ou bien 


F h — 5)f finU 

tang <p — fCor (J7 y G 


Cette formule, en reftituant pour s 5c h les valeurs fuppofées, fe ré- 
duit à celle-ci: 


Fl/ (G — JDÎD) — 5>finUy(K — 2 ABC G*) 
tang <p _ cof U V G (K 2 A BC G a) 


LI. On peut donc trouver cet angle QPO “ $ indépendam- 
ment de la quantité v, où je n’ai pas introduit une nouvelle conftanre, 
puisque le cercle fixe PQS peut être établi à volonté. Donc, 
fuppofant cet angle connu, puisque nous venons de trouver 
àJinPO “ V (E sABCw ri), cette quantité eft égale à 


VUJk — iSjjin U j» -+~ G»cof UQ ; & pamnt , 

s cof U j p c V(K — aABCGtf) cofU 

coffp.VG 1 VG cof$* 

V (K — îABCGft) cof U M 

et fin P O yG ( E — - 2 ABCT/)' ^Cqj ’ * 


oofPO = 


©F 4“V(G — ÎDÎD)(* — 2 ABCG&) finU 1 
“ G y ( E — ‘2 A BC?/) 


Or, ayant trouvé l’angle’ QP O (p, il en faut retrancher l’angle 
AP O pour avoir l’angle QPA ” K. Pour cet effet nous avons 


/- »nn —? cofra ^'Cofiï r^xünt* -ycoC cofw-acof/coft 

fmAPO_- 7S pQ- aïr & cofAPQzz ÏSÏPÜE7 


un. 
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LII. Quand j’ai r* 'ré ce problème la première fois, fans faire 
réflexidfi que la quantité aaxcoCl — bbycoCm — rcscof« 
étoit une quanrité confiante, il m’a été impofïible de déterminer les 
arcs /, «7, ;/ malgré tous les efforts que je fis pour réfoudre les équa- 
tions n°. IV, V, VI du Ç.XXXIII, quoique j’eufle déjà déterminé les 
quantités Xy y & s, par le rems t. Auffi m’imaginai-je, que ce pro- 
blème conçu en general furpaflbir les forces du calcul,* & je ne crûs 
pas d’y réulfir mieux en compofant ce Mémoire. Je vis donc avec 
bien de la furprifè que la méthode que j’ai employée ici, m’a conduit 
au but proposé, laquelle mérite par certc raifon d’aurant plus d’attention, 
qu’elle nous fournir un exemple, combien il eft dangereux de pronon- 
cer fur l’impoffibilité de réfeudre quelque problème, quoiqu’on y 
rencontre les plus grandes difficultés, qui femblent même furmonter 
toute l’adrcffe du calcul. Par cette raifbn il vaudra bien la peine de 
mettre devant les yeux toutes le? parties de la folution de ce pro- 
blème. 

PROBLEME. 

Un corps folide <? une figure quelconque ri étant follicité par aucunes for r 
ces y fi on lui imprime un mouvement quelconque y déterminer la 
continuation de ce mouvement. 

LUI. Si le corps a un mouvement progreffif, puisqu’il demeurera 
perpétuellement le meme, qu’on l’en dépouillé, en forte que fbn ccn- 
rre d’inertie demeure en repos; & la queftion revient à déterminer le 
mouvement de rotation, ou pour chaque tems écoulé tant l’axe de 
roration que la viteffe angulaire. Pour cet effet, il faut confidérer 
les trois axes principaux du corps, qui foienr IA, IB, IC, et par %• r 
rapport à eux les momens d’inertie M aay M b b y & Mer. Rappor- ■ Fig. 3 
tons le corps à une fphere fixe décrite autour du centre d’ inertie du 
corps I; qu’après le tems ~ t fécondes les axes principaux du corps 
répondent aux points A, B, C, dans la furface de la fphere, &raxede ; 
roration au point O, autour duquel le corps tourne dans le fens ÂtëC 
avec la vitc.fie angulaire ~ a, ; ou y marque l’atigle_dccrit dans unc-fi^j 
conde, Itefiâuvtétal, ou 1e rayOn-de laiiphere, étant si té 
Mtm. it t At ai. Tom. XIV. A a 


LIV. 


■# ;x86 # 


LIV. Pofbns pour ce rems' de ? fécondes écoulé depui^Ie com- 
mencement: b cof A O = x\ b cof B O — y, b cof CO rz a: 

« r . ,, bb — cc cc—aa an—bb • 

Ci fou pour abroger ZZ A ; - — - — ZZ n : zz G. 

r D aa 3 bb 5 ce 

Cela pofo, s’il fur nu commencement x zz p' 3 f; y “ V 5 ; & 

a ZZ VtÉ, & partant lavitefTe angulaire ZZ y (JH — f-~ I© — f— (£_), 

, . , / ■ , àv 

il faut intégrer cette équation — ■■ - — — — — - 

6 1 Vm+zAu) i. 85 + 2 i 3 .*;(£+ 2 Cff), 

en forte que, faifanc t zz : o, il devienne u zz o. l)c là on aura 

pour - le tems indéfini t la valeur de », & enfoite: 

x zz y (21 -f- 2 A») ; j zz V (© -f- 2 B u) ; z zz V ((£ -f- a C tf) 


tl'où l’on tirera la vireflê angulaire 

tf ZZ V CSt -f* fô ■+*' G ' 2 ABCïf) 

puisque A -f- B -f- C ~ — ABC, Après cela on copnoitra 

9 C * 

aUement les arcs OA, OB, OC,’ des formules cof AO ~ ; 

h 


y % 

cofEO ZZ —j cof CO “ — , qui déterminent la firuation de 

H H 

Taxe de rotation I O par rapport aux axes princijwux du corps, 

: L V. Enfoite, pour rrouver la pofuicn des axes principaux à l’é- 

gard de la fphere fixe, où je prends à plaifp un point fixe P avec un 
cercle fixe PQS, pofons les arcs PA zz /, PB zz «*> PC~ n, & 
foit pour abréger : 

If-f-S t-€zr E; F; -h€c+— G 

AA-7.se - 4 - BBAéae -f- ccccwq =z h 
AA/ï^e -4- ■+* CCrr9(& zz K 

Qu’on cherche maintenant un arc , ou angle U, de forte que 
__ „ ■ (H —tttj à A BC F u) du V G 

“ / CK-.aABCG^V'^-|7:aA«X©-F*aBsf)(C-F*aC») 

qui 


qui renferme une corn tante arbitraire, outre laquelle on y introduit 
encore, une autre £);.& alorsion.snra: ■ 

-JO , bhc.x ( B(T CS)V(G-©©V * T . A aayzY (G-©©) _ _ 
C1C=- Cj + G V (K — 2 A ii C Gij) + VG'GK-2ÂBCG ») 

r ©Wy , ™<ry( CSS- W)V(G-®®) r TT , BW**y(G-S)©) 
cfic =-g~ T W (if - ' a A ' B ' Ce » r fcU+ ÿeÔ^ÂBGCS) cfU 

. , ™/./-=(AS8 Ba;)/(G-SSl tI ,Cn-jT.VfG-35S» 

— ÂBW«7 rnU+ VG^ÂBCG-ô co£U 


LVI. Pour ces deux contantes, donc l’une cil: 55, & l'autre 
renfermée dans l’arc U, il les faut prendre en forte, que pour le com- 
mencement où / ~ o & u ~ o, les ares /, tw, ■ v % deviennent aufo 
fi grands qu’ils ont été prccifcment alors. Car, quoiqu’il y en ait 
trois, il fuffit d’en avoir déterminé deux, à caufè de leur relation 
cof/ c H— cofw s — co Ç;i- — j. Hnfin, pour la polîrion à 
l’égard du cercle P QjS, fi nous pofons l’angle O P Q^" î* , nous 
aurons en introduifànt une nouvelle contante pour l’ajutar à l’état 
initial, 


_ , „ Fyce — £>£>; — ©finu y (K — sabcg.?) 

“"*«> -+- 3)= trfCTv gTK ' — ~ \BC Gl~ 

_ r . n ~ e-cofw— ycf« y(K— 2ÀBCG«) cofU 

Or, fin APOzr . ■ —, ficafinPOzn— - — F — — . - 7 ^—^ 

J U fin PO. fin/ >. G c f(î> + 5) 

Par ces formules le problème propofé eft parfaitement réfolu. 


Autre fohttion du même Problème , 

LVÏÏ. La fblution précédente n’cft fi compliquée que parce 
qu’elle fe rnpporrc en général à un point fixe quelconque P, & à un cer- 
cle fixe PQS quelconque, d’où il doit y entrer un graiid nombre de 
contantes. Mais, puisque ces lieux fixes font arbitraires, on les peut éta- 
blir en forte p que nos ; formules deviennent .beaucoup plus -Amples; 

Aa 2 La 


La confiante © dépend principalement du point P, & rien n- empê- 
che, qu’on ne le prenne au commencement en forte qu’il devienne 
G — ©© = o, ou© zr VG = V (SU* -f- Si* -HE* 4 ). 
Alors, ayanr trouvé l’angle U comme cidcilus, on aura par des for- 
mules fort lîmptes 


co f / “ 


a ax _ lly 

* coi w ~ 


cof» ~ 


ccz 


VG* — VG 3 VG' . 

& partant pour dérermincr ces arcs /, w, on n’a pas même be- 
foin de chercher l’angle U. Or pour l’angle OP zz <p, on aura, 

en négligeant la confiante cette équation rang p “ — ou 

bien p “ — U. de forte que 

(H — 2ABCFt/)^l/G 

^ “ / (K — 2 A B C G k) V (Si - 4 - 2 Au) (S -|- 2 B//) ;(£ 2 Qt) 

LVIII. Mais ayant exprimé fi commodément les arcs /, w, 6 c n, on 
peut immédiatement déterminer les angles QPA — A, QPB “ p, 
&, QP C “ v , par les premières formules N VII. VIII. & IX. Car, 

1/ * y y — j — c * Z Z 

puisque fin / 2 “ cof m 2 -f - cof n 2 “ 


G — a* xx r 

; — , oc y colm — f- c coi « — ■ 


cezz 


G 

F- 


■mrx 


VG 

, — <tt( F — 

nous aurons aK m — 7^ ; ou bien 

G a* xx 


Vu 




H - (Tcc 2A/lÆ#)yG 


(Si 1 -HD 4 -2 ») y (3H-2 A») (S ) (C -h 2 C.V) 

Outre cela, nous trouverons, puisque K.“G(5f — | — SÔ — { — — FF 
_aaxx-\-bbyy— \~cczz F 

Wg “VG<«-HB-h«-aABc») 


cfPO—- 


& fin PO zz 


V{ K — 2 ABCG«) 


fin APO = 


VG(S ( + S+ g — a A B C «)* 
Kaayz Y G 


& delà 


y (k 


- aAliCGa) (G — a* xx) 

. r * n X y O “H ÏB H- £ 2 A B C II) F a ÛX 

& cof APO _ y (K — 2 ABC G//) (G — ^ xx) 

Or, pour avoir le* point P, on n'a qu’à prendre au commencement 

cof A P “ unY^i; cofVP IZ bbY^% & cof CP ZZ ccY 

G ‘ U G 


L1X. II fera bon de voir, comment ccs fimplcs formules don- 
nées pour cof/, cof /«, cof//, fàtisfont aux équations N°.IV.V. &VI. 
Puisque tix ~ Ayzdt'j dy ~ Bxzdt&dz ZZ Qxydt: les for- 


mules cof/ ~ -p^} 


y //y _ - 

œÇm = VS’ & cof " - VG’ 


rr; 


don- 


, —Aûtiyzdt . —'Bblxzdt — Qrjry//? 

nent <wun/“ — dmlint»— — — ; rf//fm«ZZ — ÿ -~ — 

_ _ - (ce b b) y z Ana yz _ . 

Or y cof n % cof m zz YG — - ^ — ■> & de 

meme c co f/ x cof e ~ ^=r** a ; .Ycofi// y cof/ ZZ — : 

d’où l'égalité eft évidente. Mais la principale circonftance qui four- 
nit ectre commodité, eft que <7 4 xx — f— b 4 yy —H c 4 zz eft une 
quantité confiante “ G, fans laquelle il n’y auroit point cof / 2 — f— 
co Cm a — 1 — cof n * ZZ J. Pour cet effet il faue observer, qu’il y 
a non feulement A a a H— B lb — y Cf c ~ o, mais auffi 
A/i 4 -f-B£ 4 — H Ce 4 ZZo, de forte que tant naxx — y bhyy-\~cczz 
que a 4 xx -y b 4 y y -y c 4 a z font des quantités confiantes. Mais 
dévelopons quelques cas particuliers. 

Àa 3 


4 » ^ Si 
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I. Si tous les moment à’ inertie font égaux. 

LX. Puisqucrf/izz nousaurons A^o, H — r> ; Cizro, 
& panant x — V j ~ VS, & c zz V (£. Donc 

tt zz V (31 — H ^3 —h £)• La vitcffe angulaire a demeurera donc 
toujours la même, & 1’ - : de rotation ne changera point par rapport 
aux axes principaux, puisque les arcs AO, IïO, CO demeurent ûuifi 

conltans. En faite, à caufe de co Clzz — z T Têcr lr JH . ~cofAO, 

aa y (Sa So— tt£) 

cof vi cof BO, Ôc eufw ~ cof CO, le point fixe P tombe 
en O. D’où nous voyons que l’axe de rotation I O demeure aulfi fixe. 
Concevons donc le point O en P, Ôc l’angle QO A zz K fera expri- 
mé par cette équation : 

jk = - -■ =— */(«+a-t-g)=— »■* 

qui eft par conféquent proportionel au tems. Tout cela revient à’ ce 
qui cft déjà connu d’ailleurs, qu’un tel corps, où les momens d’inertie 
font égaux entr’eux, quelque mouvement de rotation qu’il ait reçu, 
le confèrvc toujours uniformément, & que i’axe de rotation demeure 
fixe, ou dirigé conftammem vers le même point du Ciel. 

IL Si deux momens principaux à* inertie font égaux estr eux. 


LXI. Soit donc bbzzcc, & nous aurons Azro; Bzr i 


aa 


cc 


- „ rf'ï 
& C zz r , 

cc 

* 

cette formule dt ZZ 

t0 =-7Ùvÿ Arc ' fin 

* 


ou B zzz — C. Il faudra donc intégrer 

du 


VSl(»— 2 C /0 (<E -I- a‘C»)' 

4 C ^ — SB — I — ^ 1 


d’ 


on 


& 


g: ,33 

IcÿS Arc;fin sqp^ 

pour 


pour faire en forte que u cvanouifTe , pofànr t — o. Nous aurons 
donc pour le teins écoulé de t fécondes 

- <E 


S5 —f“ S r n/* i l"\-i/ev i ® 

K zr — fin :C (t -f- à)y% H 


prenant S en forte que fin. a C fy §t — 


<Z 

as 


SB, , 

^ , & partai)t 


cofa Ce» ~ 7 ï '• par confequenc 

ÏO -h ü 


-> i/9à(T 

« = fin 2 C / V 9f 4- — -=-^(i — eof2Crygf)ou 

4*- 4 L 

M __ (53 — g)fi n c/yst-h aT/ge cofC^y^ ùnC ,y % 

2 C 

& de la: 

ücryUf ; ,>crV(55— aCr/) > srzVCC-f-aCa) & 4crV(21-f-5BH-€) 

LXU. La vitefiè de rotation demeure donc toujours la même, 

x yg 

& puisque cofAO = - = y g y l’axe princi- 

pal IO, par rapport auquel le moment d’inertie eft ~ Msa, les 
deux autres étant égaux entr’eux “ M cc,' cet axe confèrvera Tou- 
jours la même inelinaifùn à l’axe de rotation IO. Enfùite, qu’on 

prenne un tel point fixe P qu’il y eût au commencement cfP A — * 

.ofPB=^», &cofPC=^|, où G=3f* 4 4-S& 4 -l-&^ 

& après le tems de t fécondés on aura 

«ffctd2f^j2S2 
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de forte que le point A confervc toujours la même diflance A P du 

point fixe P, Enfin, prenant F “ %,ta — (— ($} — }— (E)cc t 

* 

on aura c?h ” V (8 a 4 H f— (<3 —H £) c 4 ), ou bien le 

ce 

point A tournera uniformément autour du point P. De même, pour 

— St 

l’angle QPO ~ £f> on aura dp " VG, où l’angle APO 

Û Ç 

eft au (Ti confiant. 


LXIIL Puisque l'are PA e fl confiant, fon cofinus étant 

V Ci 


ôt que cet arc tourne uniformément autour du point fixe P avec la vi* 

5 {,/*' 

refle angulaire zz V (© -j— (£ H dans le fens RQ, au 


lieu de confidérer le point O, examinons l’angle P AB, dont le cofi 

cofw V(©— iCu) — cof» — V(£-f- 20 ) 

nus elt — . /gv> , cc le finus — : — — — — < 

fin / ^(S-h£/ fin/ y t «5-L_(Tj) * 

I.c cofinus de cet angle éroic au commencement izr ■ ^ . 

0 V(£ -h <£)* 

VQ 

Ce fon iinus ZZ ■ . ~ Donc, pofant après le tems t cet 

y (. o - 1 


a nglc P AB” te), nous aurons à w cofw — * 


— C du 


■y (23-hexe-h *c«y 


& partant r/w ZZ 


— C du 


V(%> — zCu)<£ 2 C/O 


— C^V9f. 


D’où nous voyons- qüe l’are AB touttic uniformefnent- autour du point 
A, dansée ’fens BP, avec la viteflê atigulaire ” CV?Î* ' De cette 

manie- 


maniéré on fe repréfentera le plus diltinflement le mouvement du 
corps, en difant que le point du corps A tourne uniformément au* 
autour du point fixe P , & que cependant le corps lui meme tourne 
uniformément autour du point A. 


LXIV. Puisque les pôles B & C peuvent être pris à volonté, 
pourvu qu’ils fbient éloignés du pôle A de 90°, le mouvement d’un 
tel corps pourra être repréfencé en général de cette maniéré. Pre- 
mièrement, le pôle A tournera autour d’un point fixe P uniformé- 
ment, pendant que le corps lui même tourne atilfi uniformément au- 
tour du pôle A. Enfuite, pofànt l’arc AP ZZ la vitefie angulai- 
re, dont l’arc' P A tourne autour de P vers PQ, “ *, & la vitefie 
angulaire, dont le corps tourne autour du pôle A dans le fensBP,~ J. 

Les équations cof£ = _— outang^— - J 


$ ” V(S3 “4- s -H & J “ — 0 V% donnent 

cc S 4 na — cc c 4 c 4 Qui — cc) cCzf 

de forte que £: S ZZ nni Qui — cc)cofg. Qui eft le rapport 

entre les vitefles angulaires « & <£ 



Mîts. it r ÀuÀ. Tout XTV. 


Bb 


REMAR- 



